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Résumé :
Ce papier présente des simulations numériques de l’écoulement instationnaire d’un fluide viscoplastique thixo-
trope et faiblement compressible dans une conduite cylindrique. Le champ d’application de cette étude est lié au
redémarrage d’un brut paraffinique dans une conduite pétrolière. Le fluide est décrit par un modèle de Houska,
basé sur un modèle de Herschel-Bulkley dans lequel est introduit une équation d’évolution en temps pour prendre
en compte les effets de la thixotropie. La compressibilité est prise en compte dans l’équation de conservation de
la masse grâce à un facteur de compressibilité isotherme. La résolution numérique est basée sur une méthode
Volumes Finis/Lagrangien augmenté qui permet de traîter la non-dérivabilité du modèle de fluide à seuil et la
compressibilité du fluide. L’influence des effets combinés de la compressibilité et de la thixotropie sur la capacité
et le temps de redémarrage est observée. D’un point de vue pratique, on observe que la pression de redémarrage
P peut être inférieure à la pression prédite par la relation conservative P = 4τyL/D, où τy est la contrainte seuil,
L la longueur de la conduite et D son diamètre.
Abstract :
In this paper, we examine the numerical simulation of isothermal transient flows of weakly compressible viscoplas-
tic and thixotropic fluid in an axisymmetric pipe geometry. The industrial situation considered refers to the start
up of waxy crude oil flows in pipelines. We employ the Houska model, which is an Herschel-Bulkley model gen-
eralized to allow for thixotropic features thanks to an additional first-order time dependent equation, to describe
the rheological behaviour of the waxy crude oil. The compressibility is introduced in the continuity equation us-
ing the isothermal compressibility coefficient. Particular attention is devoted to the velocity-pressure problem in
which the "true" (without regularization procedure) Houska model is accounted for by using Lagrange multipliers
techniques and augmented Lagrangian/Uzawa methods. The governing equations are discretized using a Finite
Volume Method on a staggered grid. Results regarding the transient solution underline the influence of combined
effects of compressibility and thixotropy on the flow pattern, especially in terms of pressure required to restart the
flow. From an engineering viewpoint, we show that the actual restart pressure P is lower than the value predicted
by the conservative relation P = 4τyL/D, where τy is the yield stress, L the pipe length and D the pipe diameter.
Mots-clefs : simulation numérique, écoulement compressible viscoplastique et thixotrope
1 Introduction
Depuis quelques dØcennies, l’exploitation de nouveaux champs pØtroliers est à l’origine
d’une importante production de bruts parafniques (environ 20% des rØserves mondiales). Ces
bruts, contenant entre 2% et 10% de parafnes, ont la particularitØ d’avoir une tempØrature de
prise en gel ØlevØe, souvent supØrieure à la tempØrature de l’environnement dans lequel ils sont
transportØs. La tempØrature joue un rôle important dans l’Øcoulement des bruts parafniques,
puisqu’elle contrôle la formation des cristaux de parafnes qui sont à l’origine de la modica-
tion de leur comportement rhØologique ; ils sont alors caractØrisØs par un seuil d’Øcoulement et
une viscositØ tous deux dØpendants du cisaillement, de la tempØrature et du temps.
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La principale difcultØ dans le transport par pipeline des bruts parafniques, concerne le re-
dØmarrage de l’Øcoulement. Les opØrateurs pØtroliers sont amenØs à arrŒter l’Øcoulement dans
la conduite pour diverses raisons techniques (panne, intervention d’entretien . . . ). Ainsi, à l’ar-
rŒt, la conduite Øtant soumise aux conditions thermiques extØrieures, la tempØrature du uide
diminue, ce qui entraîne la cristallisation des parafnes. Si la tempØrature chute en dessous de
la tempØrature de gel, le brut est gØliØ. Lors d’un refroidissement sufsamment long, le brut
parafnique subit une contraction thermique laissant apparaître des poches de gaz qui confŁrent
au matØriau une compressibilitØ. Finalement, aprŁs un long arrŒt, un bouchon de gel de plusieurs
centaines de mŁtres occupe le pipeline et il devient difcile de redØmarrer l’Øcoulement.
Une solution pour remettre en route l’Øcoulement consiste à appliquer une pression impor-
tante pour dØstructurer le gel, nettoyer le pipeline de tout dØbris de gel et retrouver un Øcoule-
ment stable. Le manque de comprØhension des phØnomŁnes impliquØs lors de ce redØmarrage
entraîne par exemple une surestimation des pressions de redØmarrage. Ainsi, les compagnies
pØtroliŁres doivent investir dans des installations capables de supporter de telles surpressions.
Ce surcoßt à l’investissement peut Œtre diminuØ si on amØliore la comprØhension de la phØno-
mØnologie du redØmarrage et sa modØlisation. Les travaux rØalisØs ici entrent dans ce cadre et
ont pour objectif de prØdire des pressions et des temps de redØmarrage plus prØcis.
Sont d’abord prØsentØes les Øquations et les conditions aux limites du problŁme. Ensuite,
les mØthodes mathØmatiques et numØriques mises en oeuvre pour rØsoudre ce problŁme sont
dØcrites. Enn, nous analysons les rØsultats de simulations qui permettent d’Øtudier les effets
combinØs de la thixotropie et de la compressibilitØ sur le redØmarrage d’un brut parafnique.
2 Modélisation et résolution du problème
2.1 Equations de conservation et modèle rhéologique
Soit Ω un domaine fermØ de R2 et [0, T ] un intervalle de temps.







+∇ ·U = 0 dans Ω× [0, T ] (2.1)
avec ρ la masse volumique, U = (u, 0, w) le vecteur vitesse et XΘ le facteur de compres-

















+∇p = ∇ · τ dans Ω× [0, T ] (2.3)
oø τ est le tenseur des extra-contraintes. Nous sommes dans la situation oø le uide ØtudiØ
est trŁs visqueux (la viscositØ varie de 0.1 Pa.s à quelques dizaines de Pa.s) et s’Øcoule
lentement (Øcoulements laminaires).
• ModŁle rhØologique
Le modŁle rhØologique d’un uide viscoplastique compressible s’Øcrit :















.τy si ‖τ‖ > τy
D = 0 si ‖τ‖ ≤ τy
(2.4)
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des taux de dØformation et .γ le taux de dØformation gØnØralisØ dØni par .γ= 2‖D‖. Une
loi de comportement particuliŁrement bien adaptØe aux uides viscoplastiques thixotropes
est proposØe par Houska (1981). Il introduit un paramŁtre de structure λ qui permet de
rendre compte des effets thixotropes. Ainsi, la contrainte seuil et la viscositØ comportent
chacune une partie permanente (respectivement τy0 et k) et une partie thixotrope (respec-










τy(λ) = τy0 + λτy1
(2.5)
oø n est le paramŁtre de rhØouidication. D’autre part, le paramŁtre de structure λ est
rØgi par la loi d’Øvolution en temps suivante :
∂λ
∂t




oø a et b sont respectivement les paramŁtres de restructuration et de dØstructuration, et
m un paramŁtre d’ajustement. Finalement, le modŁle rhØologique de Houska pour un
Øcoulement compressible s’Øcrit :












.τy(λ) si ‖τ‖ > τy(λ)








On dØnit le nombre adimensionnel de Bingham par Bi = 2τy
hR
oø h = −
∆p
L
, ∆p est la
chute de pression dans la conduite, L la longueur et R le rayon de la conduite.
2.2 Conditions aux limites et géométrie du domaine d’écoulement
Le domaine de calcul est une conduite 2D axisymØtrique rØfØrencØe par les coordonnØes




















FIG. 1 – Géométrie et conditions aux limites du domaine d’écoulement
3 Résolution numérique du problème
La principale difcultØ dans la simulation numØrique des uides viscoplastiques est issue de
la non-dØrivabilitØ de la loi rhØologique et de l’incapacitØ à Øvaluer prØcisØment les contraintes
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dans les rØgions oø le uide n’est pas cisaillØ. Il existe deux grandes familles de mØthodes
mathØmatiques pour rØsoudre ce problŁme. La plus utilisØe consiste à rØgulariser la loi de
comportement par une Øquation continue (par exemple, la loi exponentielle de Papanastasiou
(1987)). Cette mØthode est facile à mettre en place, cependant le critŁre pour visualiser les
zones cisaillØes/non-cisaillØes ne permet pas de diffØrencier rigoureusement ces rØgions puisque
le tenseur des taux de dØformation n’est jamais strictement nul (mais seulement proche de 0).
La deuxiŁme mØthode repose sur une technique d’optimisation sous contraintes inØgalitØs à
l’aide de multiplicateurs de Lagrange (Fortin et al. (1982)). Cette mØthode consiste à minimiser
une fonctionnelle en dØterminant son point-selle, solution du problŁme, grâce à un algorithme
d’Uzawa. Le principal avantage de cette technique est qu’elle permet de prendre en compte la
discontinuitØ de la loi de comportement. DØsormais, puisque les zones non-cisaillØes de l’Øcou-
lement sont caractØrisØes par un tenseur des taux de dØformation strictement nul, les rØgions
cisaillØes/non-cisaillØes sont parfaitement identiables. Nous avons donc adaptØ cette mØthode
pour rØsoudre le problŁme d’un Øcoulement instationnaire compressible d’un uide viscoplas-
tique et thixotrope (cf. Vinay et al. (2006)). Les Øquations sont discrØtisØes par une mØthode de
Volumes Finis. Le systŁme vitesse-pression (2.1)-(2.3)-(2.4) et l’Øquation d’Øvolution du para-
mŁtre de structure (2.6) sont rØsolus de façon dØcouplØe. Le problŁme vitesse-pression est rØsolu
grâce à la mØthode de Lagrangien augmentØ associØ à un algorithme d’Uzawa. Les termes de
convection sont discrØtisØs par un schØma TVD explicite en temps qui permet de limiter la diffu-
sion numØrique. A chaque pas de temps, le problŁme vitesse-pression et l’Øquation d’Øvolution
du paramŁtre de structure sont rØsolus successivement. Les mØthodes de rØsolution utilisØes
dans ce code sont dØtaillØes dans Vinay et al. (2005) et Vinay et al. (2006).
4 Résultats : Influence combinée de la compressibilité et de la thixotropie sur le redé-
marrage
Le principal problŁme liØ au redØmarrage des Øcoulements de bruts parafniques concerne
l’estimation de la pression minimale à appliquer à l’entrØe de la conduite. Dans un papier prØcØ-
dent (Vinay et al. (2006)), nous avons mis en Øvidence que la compressibilitØ permet d’obtenir
de grandes vitesses et de fortes chutes de pression à l’entrØe de la conduite dans les premiers ins-
tants du redØmarrage. De plus, d’aprŁs le modŁle de Houska, le mØcanisme de dØstructuration
du gel est contrôlØ par le taux de cisaillement .γ. Ainsi, nous pensons qu’un uide viscoplastique
et thixotrope, qui ne peut Œtre redØmarrØ dans une situation incompressible, pourra Œtre redØ-
marrØ grâce aux effets combinØs de la compressibilitØ et de la thixotropie. Nous proposons donc
trois calculs dont la gØomØtrie est dØnie telle que L
R
= 200. Pour les trois cas, une pression est
imposØe à l’entrØe de la conduite de telle sorte que le nombre de Bingham Bi soit supØrieur à 1
et le uide est au repos à l’instant initial.
• Cas n◦1 : uide de Houska incompressible. Les paramŁtres rhØologiques sont choisis tel
que Bi = 1.025. Le matØriau à l’Øtat initial est structurØ (λ = 1).
• Cas n◦2 : uide de Bingham compressible avec Bi = 1.025 et XΘ = 10−4 Pa−1.
• Cas n◦3 : uide de Houska compressible avec Bi = 1.025 et XΘ = 10−4 Pa−1. Le matØ-
riau est structurØ à l’Øtat initial (λ = 1).
Nous comparons sur la Figure 2(a) l’Øvolution au cours du temps du dØbit massique à l’en-
trØe de la conduite pour les trois cas. Pour le cas n◦1, comme Bi > 1 l’Øcoulement ne redØmarre
pas, le dØbit massique reste à 0. Dans le cas n◦2, la compressibilitØ permet de redØmarrer l’Øcou-
lement en entrØe de la conduite pendant les premiers instants du redØmarrage, puis l’Øcoulement
s’arrŒte lorsque le front de compression atteint la longueur critique pour laquelle Bi = 1. Dans
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(a) Evolution en temps des débits massiques d’entrée
















(b) Evolution en temps des débits massiques d’entrée
et de sortie pour le cas n◦3
La Figure 2(b) prØsente l’Øvolution au cours du temps du dØbit massique pour le cas n◦3 et
nous permet d’identier trois phases : compression, dØstructuration et Øtablissement de l’Øcou-
lement.
• Compression : cette premiŁre phase lors du redØmarrage est dominØe par les effets de
compression et permet d’initier l’Øcoulement. Elle est identiable sur la Figure 2(b) par
le pic de dØbit massique d’entrØe aux premiers instants du redØmarrage. La compression
permet d’obtenir de fortes chutes de pression et une importante augmentation du dØbit
engendrant un fort cisaillement qui permet d’initier le mØcanisme de dØstructuration.
• DØstructuration : la dØstructuration est donc initiØ par la phase de compression. Le para-
mŁtre de structure chute à l’entrØe de la conduite comme le montre la Figure 2 (λ < 1).
(c) t = 0 s (d) t = 1.590 s
(e) t = 40.443 s (f) t = 611.907 s
FIG. 2 – Evolution au cours du temps de la déstructuration du matériau pour le cas n◦3
La viscositØ et la contrainte seuil, qui dØpendent du paramŁtre de structure, diminuent
Øgalement. C’est pourquoi, contrairement au cas n◦2, le dØbit massique d’entrØe ne chute
pas jusqu’à 0 aprŁs la phase de compression, mais jusqu’à une valeur minimale supØ-
rieure à 0 (Figure 2(b)). Ainsi, le processus de dØstructuration est lancØ et s’accØlŁre par
un phØnomŁne d’« auto-alimentation ». En effet, comme le dØbit augmente le cisaillement
augmente et le paramŁtre de structure λ dØcroît d’autant plus vite. Finalement, la viscositØ
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et la contrainte seuil dØcroissent rapidement et le dØbit augmente de plus en plus vite. En-
n, le dØbit continue d’augmenter plus lentement jusqu’à atteindre le rØgime stationnaire.
• Etablissement de l’Øcoulement : l’Øcoulement atteint un rØgime stationnaire lorsque les
dØbits massiques prØsentent un plateau et sont Øgaux. La chute de pression est maintenant



















FIG. 3 – Evolution en temps de la chute de pression pour le cas n◦3
5 Conclusions
Dans ce papier, nous avons simulØ trois Øcoulements diffØrents de bruts parafniques en
pipeline an de mesurer l’inuence des effets combinØs de la thixotropie et de la compressibilitØ
sur la capacitØ de redØmarrage. En fait, chacun de ces deux effets introduits individuellement,
ne peut permettre le redØmarrage d’un uide bloquØ. La compressibilitØ permet d’initier le
redØmarrage de l’Øcoulement à l’entrØe de la conduite et le caractŁre thixotrope tend à diminuer
la contrainte seuil et la viscositØ. Finalement, il est possible de redØmarrer l’Øcoulement d’un
uide à la fois thixotrope et compressible, alors que l’Øcoulement ne redØmarre pas si le uide
ne possŁde seulement qu’une des deux propriØtØs. Ces rØsultats conrment donc que la pression
de redØmarrage peut Œtre infØrieure à la pression prØdite par P = 4τyL/D.
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